
1)다섯 번째 예제.

제곱근의 근사치를 구하는 프로그램을 설계하

도록 요청 받았다 보다 엄밀하게 말하자면 고정; ,

된 n(a 에 대해 이 프로그램은 다음의 조건0)≥

R을 성립시켜야 한다:

R: a2 ≤ n and (a+1)2 > n

이 조건을 약화시키는 한 가지 방법은 공접

의 항들 중 하나 예컨대 마지막 항(conjunction) ,

을 빼버리고 다음 조건 P에 집중하는 것이다:

P: a2 ≤ n

1) 이번 튜토리얼은 다익스트라의 원저 에서[1]

제 장의 일부에 해당하는 부분이다8 .

이 조건은 명백히 a 에 의해 만족되므로 초0 ,〓

기화 문제가 우리를 성가시게 하지 않는다 우리.

는 만약 두 번째 항이 만족되지 않는다면 그것은,

a가 너무 작기 때문이라는 사실을 관찰하고 따,

라서 “a :〓 a 문장을 고려할1”＋ 2) 수 있다 정.

형적으로 따져보자면 우리는 다음을,

wp(“a :〓 a 1”,＋ P) 〓 ( (a +1)2 ≤ n )

알 수 있다 이 조건을 가드 유일한 로 취하면. !— —

(P and non BB) 〓 R이 되고 그러므로 우리,

는 다음의 프로그램을 고려하게 된다:

2) 두 번째 항을 만족시키는 상태 공간으로 이동

하기 위한 조작 연산‘ (massaging operation)’

의 후보로서 고려한다는 뜻이다.
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if n 0≥ →

a : 0 {〓 P가 성립되었다};

do (a+1)2 ≤ n → a :〓 a 1＋

{P가 유지되고 있다}

od

{R이 성립되었다}

fi {R이 성립되었다}

이 고려에서 가정은 프로그램이 종료한다는 것인

데 음이 아닌 수의 제곱은 단조 증가 함수라는,

사실 덕분에 실제로 프로그램은 종료한다 우리:

는 t를 위해 함수 n - a 2 을 택할 수 있다.

이 프로그램은 그리 놀랄만한 것이 아니다 또;

한 별로 효율적이지도 않다 큰: n 값에 대해서는

상당히 시간이 걸릴 수 있는 것이다. R을 일반화

시키는 다른 방법은 R의 일부를 대치하는 다른

변수 예컨대( b 그리고 그 범위를 다시 제한하—

는 를 도입하는 것이다 예를 들어 다음과 같은) . ,

새로운 P를 만들 수 있다:

P: a2 ≤ n and b2 > n and 0 ≤ a < b

그런데 이 새로운 P는 다음과 같은 바람직한 성

질을 가지고 있기에 선택한 것이다:

(P and (a 1 〓＋ b)) ⇒ R

따라서 우리는 다음과 같은 형태의 프로그램 이(

제부터는 if n 은 생략하겠다 을 고려0 )≥ → …

하기에 이른다:

a, b : 0,〓 n 1 {＋ P가 성립되었다};

do a 1＋ ≠ b →

P의 불변 하에 b － a 를 감소시킨다

od

{R이 성립되었다}

이 가드 명령이 수행될 때마다 차 b － a 가 감

소되는 양을 d라고 하자 이 차를 감소시키는 일.

은 b를 감소시키거나 a를 증가시키거나 혹은 두

가지 다 함으로써 달성될 수 있다 일반성을 훼손.

시키지 않고 우리는, a나 b 중 둘 다가 아니라

하나만 변경되는 단계들을 사용하도록 스스로를

한정시킬 수 있다 만약: a가 너무 작고 b가 너무

커서3) 어떤 단계에서 b만 감소시켰다면 다음 단,

계에서는 a를 증가시킬 수 있는 것이다 이러한.

고찰 결과 우리는 다음 형태의 프로그램에 도달,

한다:

a, b : 0,〓 n 1 {＋ P가 성립되었다};

do a 1＋ ≠ b →

d :〓 …

{d는 적당한 값을 가지며 P는 여전히 유효하다};

if … → a :〓 a ＋ d {P가 유지되고 있다}

| … → b :〓 b － d {P가 유지되고 있다}

fi {P가 유지되고 있다}

od {R이 성립되었다}

이제 다음이

wp(“a :〓 a ＋ d”, P)

〓 ( (a +d)2 ≤ n and b2 > n )

성립하는데, P가 두 번째 항4)을 함축하므로 이

것은 곧 첫 번째 항5)을 우리의 첫 번째 가드로

하도록 한다 두 번째 가드도 유사하게 유도되고;

우리 프로그램의 다음 형태는 다음과 같다:

a, b : 0,〓 n 1;＋

do a 1＋ ≠ b →

d : ;〓 …

if (a+d) 2 ≤ n → a :〓 a ＋ d

3) 그래서 결과적으로 차인 b － a 가 매우 큰
것이다.

4) b2 > n 을 가리킨다.
5) (a ＋ d)2 ≤ n 을 가리킨다.
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| (b-d) 2 > n → b :〓 b － d

fi {P가 유지되고 있다}

od {R이 성립되었다}

d를 위한 적절한 선택이 여전히 남겨진 문제이

다 우리가. b － a 실제로는( b － a 를 함수1)－

t로 선택했기 때문에 실질적 감소가 일어나야 한,

다는 요건은 d가 d 을 만족해야만 한다는> 0

것을 함축한다 거기에 더해서. , (d 값의 설정 다

음에 뒤따르는 선택 구조는 취소 가) (abortion)

될 수 없는데,6) 곧 적어도 가드들 중 하나는 참

이어야만 한다는 것이다 즉 첫 번째 가드의 부. ,

정 (a+d) 2 > n 이 다른 한 가드 (b-d) 2

> n 을 함축해야만 한다 이것은 다음이나;

a ＋ d ≤ b － d

혹은 다음이

2 ＊ d ≤ b － a

만족되면 보장된다.7) 우리는 d를 위한 하한

이외에도 상한 또(lower bound) (upper bound)

한 찾은 것이다. d 을 선택할 수도 있으나1 ,〓

d가 클수록 프로그램이 빨라지므로 우리는 다음

을 제안한다:

a, b : 0,〓 n 1;＋

do a 1＋ ≠ b →

d : (〓 b － a) div 2;

if (a+d) 2 ≤ n → a :〓 a ＋ d

6) 이 선택 구조가 취소가 되면 결과적으로 이

프로그램 전체가 아무 일도 하지 않은 채(n의
제곱근의 근사치를 저장해야 할 a에 무조건 0
만 저장하고 취소된다 따라서 그래서는 안) .

된다.

7) 두 개는 동등한 식들이다.

| (b-d) 2 > n → b :〓 b － d

fi

od

여기에서 n div 는2 2 | n 이면 n / 2, 2 | (n

이면1) (－ n 로 주어진다1) / 2 .－

연산자 div를 사용한다는 것이, d를 계산할 때

마다 b － a 가 짝수여야 한다는 제약이 가해지

는 경우 어떤 일이 벌어지는지를 알아봐야 한다

는 생각을 들게 한다. c 〓 b － a 를 도입하여

b를 제거함으로써 우리는 다음 불변 조건과,

P: a 2 ≤ n and (a+c) 2 > n

and (E i: i 0:≥ c 〓 2 i )

아래의 프로그램 여기에서는( c와 d의 역할이 일

치한다 을 가지게 된다) :

a, c : 0, 1;〓

do c2 ≤ n → c : 2〓 ＊ c od;

do c 1≠ →

c :〓 c / 2;

if (a+c) 2 ≤ n → a :〓 a ＋ c

| (a+c) 2 > n → skip

fi

od

주의. 이프로그램은세번째예제 를위한[2]

마지막 프로그램과 대단히 유사하다 그 프.

로그램은 우리가 으로 곱하거나 나눌 수3

있다는 가정 하에 나머지를 계산하는 것이

었다 위의 프로그램에 있는 선택 구조는 다.

음으로

do (a+c) 2 ≤ n → a :〓 a ＋ c od

치환될 수 있다 만약 나머지를 위한 조건. 0
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≤ r < d 를 r < d and (r + d) ≥ d

로 다시 썼다면 그 유사성은 한층 더 두드,

러질 것이다. (주의의 끝.)
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이 자그마한 예제를 완전히 곤죽으로 만들어

버릴 위험을 허용한다면 이 프로그램의 마지, ( )

막 버전을 다시 한번 더 변형의 손에 맡기고자

한다 우리는 수를 제곱하는 것이 이용 가능한 연.

산들 중 하나라는 가정 하에 프로그램을 작성했

었다 그러나 그렇지가 않으며 의 작은 지수; , 2 ( )

승으로 곱하거나 나누는 것만이 마음대로 쓸 수

있는 유일한 준 승산적 연산( -) (( )- )準 乘算的

이라고 가정((semi-)multiplicative operation)

하자 이렇다면 우리의 마지막 프로그램은 현재.

대로는 아무 쓸모가 없다 즉 만일. , a와 c의 계산

이 추상적으로 이루어지는 것인‘ (in abstracto)’

데도 기계가 직접적으로 조작하는 대로의 변수,

값과 이 변수들8)의 값이 같을 것이라고 우리가

가정한다면 그 프로그램은 소용이 없다는 것이

다 다르게 표현하자면 다음과 같다 우리는. : a와

c를 기계가 실제 조작하는 다른 변수들의 값에

의해 그 값이 표현되는 관례적으로 그냥 항등—

보다는 더 복잡한 추상 변수라고 간(identity) —

주할 수 있다.9) 직접 a와 c를 조작하는 대신에,

우리는 기계가 다음과 같은 p, q, r을 조작하도록

할 수 있다:

p 〓 a ＊ c

q 〓 c2

r 〓 n － a2

이것은 하나의 좌표 변환이며, (a, c 공간 내의)-

각 경로에 대해 (p, q, r 공간 내의 한 경로가)-

대응한다 반대 방향으로는 이것이 항상 참인 것.

은 아닌데, p, q, r의 값들이 서로 독립적이지 않

기 때문이다: p, q, r의 관점으로 보자면 중복성

8) 변수 a와 c를 말한다.
9) 만약 그냥 항등이라고 하면 그 의미는 전혀

없을 것이며 그런 경우는 추상 변수 도입의,

의미도 없다 이때는 기계가 실제로 직접 조.

작하는 구체 변수 를 단순‘ (concrete variable)’

히 사용하면 될 것이기 때문이다.

이 있는 것이며 우리는 따라서 계(redundancy) ,

산 시간뿐만 아니라 심지어 제곱을 할 필요성에

대한 대가로 약간의 저장 공간을 지불할 가능성

을 가지는 것이다 너무나 명백하게도! ( , (a, c)-

공간 내의 한 점으로부터 (p, q, r 공간 내의 한)-

점으로의 변환은 이러한 목적을 염두에 두고 구

성된 것이다 이제 우리는.) (a, c 공간 내에서의)-

모든 부울 표현 과 움직임(boolean expression)

을 (p, q, r 공간 내에서의 대응하는 부울 표현)-

과 움직임으로 바꾸는 일을 시도할 수 있다 이.

일이 기계에서 허용하는 연산들로 달성될 수 있

다면 우리는 성공하는 것이다 제안된 변환은 실.

제로 적절한 것이며 다음 프로그램이 그 결과이,

다 변수( h는 매우 국부적인 최적화를 위해 도입

되었다):10)

p, q, r : 0, 1,〓 n;

do q ≤ n → q :〓 q 4＊ od;

do q 1≠ →

q :〓 q / 4; h :〓 p ＋ q; p :〓 p / 2

{h 2〓 ＊ p ＋ q};

if r ≥ h → p, r :〓 p ＋ q, r － h

| r < h → skip

fi

od {p가 a를 위해 필요한 값을 가지고 있다}

10) 이 프로그램은 정말 멋지다 독자들이 세 번!

째 프로그램에서 네 번째 프로그램으로의 변

환과는 무관하게 이 프로그램을 그 자체로,

읽고 이해하는 일을 시도해 보기 바란다 지.

독히 이해하기 어려울 것이다 이해조차 쉽.

지 않으니 그 정확성 에 대해서(correctness)

는 더더욱 확신이 결여되어 있을 것이다 처.

음부터 따라온 우리는 이 프로그램이 제곱근

의 정수 근사치를 구한다는 것을 안다 그‘ ’.

리고 이 프로그램은 실제로 정확하게 그 일‘ ’

을 한다 게다가 대단히 효율적으로 프로그. !

램 설계에 있어서 수학적 고려 정확성에 관(

련된 와 공학적 고려 효율성에 관련된 를 분) ( )

리해야 하며 인간은 전자를 우선하여 접근,

해야 한다는 다익스트라의 주장의 정당성과

아울러 추상화의 힘을 확인할 수 있는 자그, ‘

마하면서도 멋들어진 예제이다’ .
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이 다섯 번째 예제는 실제였던 윤색된 형태이—

지만 설계 과정과 관련되어 있기에 포함되었다.—

다익스트라가 가진 두 마리 개들 중 어린 녀석이

태어난 지 갓 몇 개월 되었을 때 다익스트라는,

어느 날 저녁 두 마리를 데리고 산책을 나갔다.

당시 다익스트라는 이튿날 오전의 강의를 준비하

고있었는데 단지몇주프로그래밍을접했을뿐인,

수강생들에게 이야기해야 했기에 해 들(solution)

을 마음대로 주무를 수 있는 간단한‘ (massage)’

문제를 원하고 있었다 한 시간 거리의 그 산보.

동안에 네 번째 프로그램에, h를 정확하게 도입

하는 일은 다익스트라가 집으로 돌아온 뒤 종이

와 연필의 도움을 받고 나서야 다룰 수 있었다는

점만 제외하면 첫 번째 세 번째 그리고 네 번째, , ,

프로그램이 그 순서대로 만들어졌다. a와 b를 조

작하면서 세 번째 해의 디딤돌로 제시되었던 두

번째 프로그램 여기에 서술한 것보다는 다소 덜—

우아한 형태로 은 몇 주가 지난 뒤에야 찾을 수—

있었다 이 예제를 포함한 두 번째 이유는 세 번.

째와 네 번째 프로그램 간의 관계 때문이다 후:

자에 대해서 전자는 소위 표현적 추상화‘

에 대한 우리의(representational abstraction)’

첫 번째 예를 나타낸다.
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